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 要  旨 
本研究ではグラフ上で行うゲーム，Cops and Robbers Game の解析を目的とする．Cops and 
Robbers Game とは，警官と泥棒のプレイヤー2 人がそれぞれ警官と泥棒に見立てた互いの駒を
頂点に配置，移動させ，最終的に警官の駒が泥棒の駒がいる頂点へ移動できるかどうかを争うゲ
ームである．警官の駒を確実に泥棒の駒がいる頂点へ確実に移動させるためにはグラフの頂点数
の数だけ駒を用意すればよいが，本当にそれだけの数が必要なのか，どの程度の数の駒を用意す
ればよいか把握することが求められている．警官のプレイヤーが勝つために必要な最小の駒の数
は cop number と呼ばれており，様々なグラフにおいてこの値の上界や下界を求める研究が行わ
れている．例えば平面グラフの cop numberは 3以下であることや，グラフの内周に依存した下
界などが知られているほか，全てのグラフの cop number は dを定数として d√n以下という予
想も立てられている． 
本研究では辺の構成に規則性を持ったグラフ，Multi-layer generalized Petersen graphとそれ
に関連するグラフ上で行われる Cops and Robbers Gameに対して解析を行った．このグラフの
パラメータを限定した場合の cop number は既に知られているが，一般のパラメータに対する
cop numberの上界は知られていなかった．しかし，既存の戦略が適用できるよう工夫した結果，
一般のパラメータに対するMulti-layer generalized Petersen graphの cop numberが 4以下で
あることが示せた．さらに，このグラフの辺の構造をある条件にそって変化させたグラフの cop 
numberも 4以下であることを証明した．また，関連するグラフの辺を細分したグラフに対して，
最も短い閉路の長さが 7以上のときは cop numberが 3以上であることを示した． 
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1 導入
1.1 研究の背景と目的
本研究ではグラフ上で行うゲーム，Cops and Robbers game の解析を目的とする．
Cops and Robbers gameとは，警官と泥棒のプレイヤー 2人がそれぞれ警官と泥棒に見
立てた互いの駒を頂点に配置，移動させ，最終的に警官の駒が泥棒の駒がいる頂点へ移動
できるかどうかを争うゲームである．警官の駒を確実に泥棒の駒がいる頂点へ確実に移動
させるためにはグラフの頂点数の数だけ駒を用意すればよいが，本当にそれだけの数が
必要なのか，どの程度の駒を用意すればよいか把握することが求められている．警官の
プレイヤーが勝つために必要な最小の駒の数は cop number と呼ばれており，様々なグ
ラフにおいてこの値の上界や下界を求める研究が行われている．例えば平面グラフの cop
numberは 3以下である [1]ことや，グラフの内周に依存した下界 [2]などが知られている
ほか，全てのグラフの cop numberは dを定数として d√n以下という予想も立てられて
いる．また，それらの結果を含めた先行研究をまとめた書籍 [3]も存在する．
本研究では辺の構成に規則性を持ったグラフ，Multi-layer generalized Petersen graph
に対して解析を行う．このグラフではパラメータを限定した場合の cop numberが知られ
ている [4]が，一般の場合における cop numberの上界は知られていない．また，このグ
ラフに関連したグラフに対しても cop numberの上界を与えた．
1.2 本論文の構成
第 2 章では本論文で用いるグラフ理論の用語と記号についての説明をする．第 3 章で
は Cops and Robbers game の説明と用語についての説明をする．第 4 章では先行研究
を紹介し，既に知られている定理を述べる．第 5 章では generalized Petersen graph を
細分したグラフの下界に関して得た定理とその証明について説明をする．第 6 章では
Multi-layer generalized Petersen graphに関連するグラフに対して得た定理とその証明
について説明をする．第 7章では得た結果のまとめと，今後の課題について述べる．
3
2 グラフの基本用語
2.1 グラフ
グラフとは，集合 V と V の 2個の元からなる部分集合の族 E の組 G = (V，E)のこ
とである [5]．V の要素を頂点または点と呼び，E の要素を辺と呼ぶ．グラフを描画する
ときは，各頂点に対して点を描き，2頂点間に辺が存在するならばそれらを描画している
点を曲線で結ぶ．
図 1 グラフ
例えば，図 1は
V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
E = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 4}，{2, 5}, {3, 4}, {3, 5}，{4, 6}, {7, 8}, {7, 9}, {8, 9}}
を頂点と辺に持つグラフ (V,E)である．辺を表した曲線を端点以外で交差させずに描画
できるグラフを平面的グラフと呼び，実際に辺の交差なく描画したグラフを平面グラフと
呼ぶ．図 1は辺が交差しているが，辺 {2, 5}の書き方を工夫することで辺を交差させずに
描画することができるため，平面的グラフである．
頂点集合 V を持つグラフを V 上のグラフという．グラフ Gの頂点集合を V (G)，辺集
合を E(G)で表す．頂点 v や辺 eがグラフ Gに含まれているとき，v ∈ Gまたは e ∈ G
と書く．
ある頂点 v と辺 eに対して v ∈ eならば，v は eに接続するという．グラフ Gの 2頂
点 x, yに接続する辺 e = {x, y}が存在するならば，x, yは隣接するといい，xと yを eの
端点と呼び，eを x, yの接続辺と呼ぶ．また，辺 {x, y}は xyと表す．グラフ G上の頂点
v に隣接している頂点全体の集合を近傍と呼び，U(v)と表す．Gの任意の 2頂点が隣接
しているとき，Gは完全グラフであるという．n頂点の完全グラフをKn で表す．
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G = (V,E), G′ = (V ′, E′) とし，V ′ ⊆ V かつ E′ ⊆ E ならば，G′ は G の部分グラ
フと呼ぶ．特に，任意の 2頂点 x, y ∈ V ′ に対して xy ∈ E ならば xy ∈ E′ を満たす部分
グラフを誘導部分グラフと呼ぶ．
U をグラフ Gの任意の頂点の集合とするとき，G−U で U に含まれる頂点と，それら
を端点に持つ辺をGから除去したグラフを表す．U の要素が頂点 vだけのとき，G−vと
書く．F をグラフ Gの任意の辺の集合とするとき，G− F は頂点集合 V，辺集合 E \ F
を持つ Gの部分グラフを表す．G+ F は頂点集合 V，辺集合 E ∪ F のグラフを表す．F
の要素が eだけのとき，それぞれ G − e,G + eと書く．グラフ Gがある性質を持つが，
隣接していない任意の 2頂点 x, y ∈ Gを辺で結んで得られるグラフ G + xy がその性質
を持たないとき，Gはその性質に関して極大という．
頂点 vの隣接点全体の集合をN(v)と書き，vの近傍と呼ぶ．vの隣接点の個数 d(v)を
v の次数と呼ぶ．次数 0の頂点を孤立点と呼ぶ．グラフ Gの次数の最小値 δ(G)を最小次
数，最大値 ∆(G)を最大次数という．Gの全ての頂点の次数が k であるとき，Gは k-正
則であるという．
2.2 道，閉路，木
道とは，次のように与えられるグラフ P = (V,E)のことである．(図 2)
V = {x0, x1, ..., xk}
E = {x0x1, x1x2, ..., xk−1xk}
ここで，各 xiは全て異なる頂点である．頂点 x0と xk は P によって結ばれているといい，
P の端点と呼ぶ．道を表すのに，その頂点だけを並べて表記することが多い．P = x0...xk
を x0-xk 道と呼ぶ．道を構成する辺の個数をその道の長さという．グラフ Gの頂点 x, y
の距離 dG(x, y)とは，Gにおける最短の x-y 道の長さである．ただし，x, y を結ぶ道が
存在しないときは dG(x, y) =∞と定める．
端点同士を結ぶ辺 e = x0xk を P に加えたグラフ C = P +x0xk を閉路と呼ぶ．閉路も
道と同様に，その頂点だけを並べて表すことがある．閉路の長さとは，その閉路に含まれ
る辺，または頂点の個数である．長さ k の閉路を k-閉路と呼ぶ．グラフ Gに含まれる閉
路の長さの最小値を内周と呼び，g(G)で表す．閉路 C の頂点を結ぶ辺で，C に含まれて
いないものを弦と呼ぶ．閉路に 1本以上弦を追加したグラフを chorded cycleと呼ぶ．
グラフ Gのどの 2頂点も道で結ばれているとき，Gは連結であるという．Gの極大な
連結部分グラフを連結成分と呼ぶ．
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閉路を持たないグラフを林と呼び，連結な林を木と呼ぶ．木の次数 1 の頂点を葉と呼
ぶ．道は木であり，木の任意の 2頂点は唯一の道で結ばれている．
グラフGの部分グラフをHとする．任意の x, y ∈ V (H)において dG(x, y) = dH(x, y)
が成り立つとき，H は isometric subgraph であるという．特に，H が道であるとき
は isometric path，H が木であるときは isometric subtreeと呼ぶ．
図 2 道，閉路，3正則な chorded cycle，木
2.3 generalized Petersen graph
generalized Petersen graph GP (n，k)とは，n ≥ 5, 1 ≤ k < n/2となるような任
意の整数 n, k に対して V 0 = {v00 , ..., v0n−1}と V 1 = {v10 , ..., v1n−1} の和集合 V 0 ∪ V 1 を
頂点とし，i = 1, ..., nに対して v0i v0i+1, v0i v1i , v1i v1i+k を辺に持つような，頂点数 2nの 3
正則グラフである．ただし，頂点の添え字 (以後，添え字は下付きの添え字のことをいう)
は nを法として扱う．特に，GP (5, 2)を Petersen graphという．(図 3)
図 3 Petersen graphと GP (12, 5)
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3 Cops and Robbers game
この章では，研究で扱ったゲームのルール及び用語についての説明をする．
3.1 Cops and Robbers gameのルール
Cops and Robbers ame とは，2 人のプレイヤー Cops (C と呼ぶ) と Robbers
(R と呼ぶ) によってグラフ上で行われるゲームである．まず最初に，C が任意の頂点を
選択し，C の駒を置く．次に，R も同様に任意の頂点を選択し，R の駒を置く．R の駒
は 1つしかないため，それ自体も Rと表す．その後，交互に (C から順番に)自分のすべ
ての駒を隣接した頂点へ移動，またはその場にとどまることができる．この操作を繰り返
した後，1つ以上の C の駒を Rのいる頂点へ移動することができたら，C の勝ちである．
また，C の駒が Rがいる頂点へ移動することを捕まえると呼ぶ．
3.2 ゲームの用語
C の駒がグラフの頂点数と同じだけ使用されていれば，確実に捕まえることができる．
グラフ G でゲームを行う際に C が R を確実に捕まえるために必要な駒の数の最小値を
cop numberといい，c(G)で表す．例えば道や木，完全グラフは 1，長さ 4以上の閉路
は 2である．
グラフGの部分グラフH に対して，数手の後に k個の C の駒によって Rの駒がH の
頂点へ移動できない (次の 1手で捕まえられる)とき，H は k-guardableであるという．
また，Rの侵入を防ぐために動く駒は H を警備するという．
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4 先行研究
まず最初に，1-guardableな部分グラフを挙げ，それを用いて証明された定理を紹介す
る．次に，内周に対する下界を紹介し，最後に generalized Petersen graphに対する cop
numberの上界の定理とその証明を説明する．
4.1 グラフの下界
頂点の次数が高いと Rの選択肢が増えるために，C の戦略を構築するのは難しくなる．
実際に内周と最小次数が cop numberにどのように影響してくるのか述べた定理が次の定
理である．
定理 1 ([1]). グラフ Gの内周が 5以上ならば c(G) ≥ δ(G)．
例えば Petersen graph= GP (5, 2)は内周が 5の 3正則グラフであるから，cop number
は 3以上である．しかし，ある 3頂点 (図 4)に C の駒を配置することで次の 1手でグラ
フの任意の頂点にどれか 1つの駒は移動できるため，c(GP (5, 2)) = 3である．
図 4 Petersen graph上のゲームにおける C の戦略
4.2 1-guardableなグラフ
グラフ G上の 2点 u, v を結ぶ最も短い道は 1-guardableである．
定理 2 ([1]). グラフ Gの部分グラフ P が isometric pathならば，P は 1-guardable．
Ballら [6]はこれを拡張した以下の定理を導いた．
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定理 3 ([6]). グラフ Gの部分グラフ T が isometric subtreeならば，T は 1-guardable．
4.3 generalized Petersen graphの cop number
Ball らは辺の規則性を用いて generalized Petersen graph の cop number の上界を明
らかにした．用いられた戦略は本研究において重要な戦略となるため，ここではその証明
を述べる．
定理 4 ([6]). c(GP (n, k)) ≤ 4．
証明. 4個の駒を用いて R を捕まえる戦略を示す．最初に，2つの警官の駒 C1, C2 を用
いて，警官の駒 1つと Rの頂点の添え字を k を法として一致させる．C1 は V 0 内で頂点
の添え字を増やすように，C2 は V 0 内で頂点の添え字を減らすように移動する．Rは V 0
内で頂点の添え字を 1つずつしか動かせないため，最大 k/2手で警官の駒 1つと頂点の
添え字を k で割った余りが一致する．
一般性を失わずに，C1 と Rの頂点の添え字が法 k のもとで一致しており，かつ C1 の
頂点の添え字は Rの頂点の添え字よりも小さいと仮定する．その後，C1 は Rが V 0 内に
いるなら V 0 に，V 1 内にいるなら V 1 に移動する．C1 は R と頂点の添え字を法 k の下
で合わせ続けるとすると，R の頂点は C1 の頂点の添え字よりも小さくなることはない．
C2 は V 0 内で頂点の添え字を増やし続ける．よって，Rは頂点の添え字を有限回しか減
らせないため，頂点の添え字を増やし続ける必要がある．
C3 と C4 は同様の戦術を用いて，Rの頂点の添え字を減らし続ける．これにより Rが
移動できる頂点は手番を進めるごとに少なくなり，有限手の後に捕まえることができる．
以上の戦略により，GP (n, k)の cop numberは 4以下である．
また，彼らは計算機を用いて n ≤ 41 の場合を調べ，それぞれのグラフに対し cop
number を与えたが，cop number が 3 の generalized Petersen graph の特徴付けには
至らなかった．しかし，isometric subtree を用いることによって k ≤ 3 における cop
numberを調べることができた．
定理 5 ([6]). k ≤ 3において，c(GP (n, k)) ≤ 3．
証明. 任意の i において GP (n, k) の誘導部分グラフ T の頂点集合を V (T ) =
{v0i , ..., v0i+2, v1i , ..., v1i+2} とすると，T は isometric subtree となる．ただし，頂点の添
え字は nを法として扱う (図 5)．C は 2個の駒 C1, C2 を用いて，それぞれ頂点集合が異
9
なる isometric subtreeを警備する. C1 が警備している isometric subtreeの頂点の添え
字の平均が 0，C2 が警備している isometric subtree の頂点の添え字の平均が n/2 だと
する．このとき，R が数手の後に移動できる頂点の添え字の範囲は n/2以上または n/2
以下のどちらかである．一般性を失わずに，R の頂点の添え字が n/2 以上と仮定する．
C は 3個目の駒 C3 で頂点の添え字の平均が n/2 + 3となるような isometric subtreeを
警備する．その後，C2 は頂点の添え字の平均が n/2 + 6となるような isometric subtree
を新たに警備する．つまり，C2 と C3 を用いて Rが移動できる頂点を減らしていくこと
で，3個の駒で C は勝つことができる．
図 5 k ≤ 3における GP (n, k)上の isometric subtree
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5 chorded cycle
generalized Petersen graph がハミルトン閉路を持つならば，それは 3 正則 chorded
cycleである．実際に generalized Petersen graphがハミルトン閉路を持つ条件は [7]で
明らかにされている．
ここでは，弦を細分したことによって cop numberがどのように変化するかを示す．
5.1 細分
細分とは，グラフ Gの任意の辺 xy を Gから削除し，新たに頂点 z と，辺 xz, yz を追
加する操作のことである．
3正則 chorded cycleのすべての弦を 1回細分した例を図 6で示す．
図 6 3正則 chorded cycleのすべての弦を 1回細分したグラフ
5.2 3正則 chorded cycleを細分したグラフの cop number
定理 6. Gを 3正則な chorded cycleのすべての弦を 1回細分したグラフとすると，G
の内周が 7以上のとき， c(G) ≥ 3．
証明. C が 2 個の駒 C1, C2 を用いるゲームにおける R の戦略を示す．R がいる閉路上
の頂点を u，uに接続している弦のもう一方の頂点を v，その弦を細分して生まれた頂点
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を w，uに隣接している閉路上の頂点をそれぞれ x, y とおく (図 7)．C の駒が xまたは
y にいるとき，R はもう一方へ移動する．一般性を失わずに，C1 が x にいると仮定す
る．もしこの移動ができない，つまり y の近傍または y に C2 がいる場合，R は w，そ
の次の手番で v へと移動する．この移動によって R が負ける，つまり v へ移動した次
の C の手番で捕まってしまうと仮定する．v で R が捕まるとき，C1 または C2 は U(v)
に 1手で移動している．xと U(v)が隣接していると仮定すると，u,w, v, U(v), xの頂点
からなる長さ 5 の閉路が存在する．これは内周が 7 以上ということに矛盾する． つま
り C1 が R を捕まえることはない．次に， U(y)が U(v)と隣接していると仮定すると，
u,w, v, U(v), U(y), yの頂点からなる長さ 6の閉路が存在し，矛盾．よって C2 も Rを捕
まえられない．以上の戦略を用いることによってRは捕まらない．よって c(G) ≥ 3．
図 7 chorded cycleのすべての弦を 1回細分したグラフの頂点の添え字
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6 Multi-layer generalized Petersen graphの解析
本研究では，Multi-layer generalized Petersen graph というグラフについて解析を行
い，更にそのグラフの辺集合を変化させたグラフについても解析を行った．
6.1 Multi-layer generalized Petersen graph
Multi-layer generalized Petersen graph MGP (n，k，t) とは，n ≥ 5, 1 ≤
k < n/2, t > 0 となるような任意の整数 n, k, t に対して頂点集合が ⋃ti=0 V i, V i =
{vi0, ..., vin−1}，辺集合は
⋃n
i=1{v0i v0i+1} ∪
⋃t
j=1{vji vji+k}，任意の整数 l ≤ nに対して部
分グラフ Bl の頂点集合を {v0l , ..., vtl}とすると，Bl が完全グラフとなるような辺で構成
されるグラフである．図 8は，MGP (8, 3, 2)のグラフである．
GP (n, k)と，MGP (n, k, 1)は同じグラフを示す．また，V i を (i番目の)レイヤーと
呼ぶ．
図 8 MGP (8, 3, 2)
6.2 Multi-layer generalized Petersen graphの cop number
k = 2, 3 の場合における cop number の値は知られている [6] が，ここでは一般の
MGP (n, k, t)に対する cop numberの上界を示す．
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定理 7. c(MGP (n, k, t)) ≤ 4．
証明. 定理 4で用いた警官の駒と R の頂点の添え字を k を法として一致させる戦略を使
う．Bl が完全グラフであるから，Rが Bl 内でどのように移動しようとも添え字は変わら
ない．よって，GP (n, k)上で行うゲームで C が用いた戦略により，C1, C2 は R と頂点
の添え字を法 k のもとで一致させることができる．一般性を失わずに，C1 と Rの頂点の
添え字が法 k のもとで一致しており，かつ C1 の頂点の添え字は R の頂点の添え字より
も小さいと仮定する．この後，C1 は R と同一のレイヤーの頂点に移動する．Bl が完全
グラフであるから，この操作は 1手で完了する．ここで，Rが 2番目以降のレイヤーに移
動した場合でも，1番目のレイヤーに移動したときと同様に 0番目のレイヤーから移動し
たと扱うことで，generalized Petersen graph 上で用いた C の戦略を適用することがで
きる．よって，c(MGP (n, k, t)) ≤ 4．
部分グラフ Bl が完全グラフであるため，V 1, ..., V t が同一視され generalized Petersen
graph から頂点数を増やしても (t を大きくしても) 元のグラフよりも泥棒に有利なグラ
フにはならなかった．そこで，Bl の辺の構造を変化させたグラフを考える．まず最初に，
Bl を構成する辺が完全グラフではなく，道となる場合を考えた．
定理 8. MGP (n, k, t)における部分グラフ Bl が完全グラフではなく道であるとき，cop
numberは 4以下である．
本論文では，より強い定理を証明する．
定理 9. MGP (n, k, t)における Bl が完全グラフではなく c(Bl) = 1を満たすグラフであ
るとき，cop numberは 4以下である．
証明. C1 と C2 は 0番目のレイヤーを使って Rと頂点の添え字を k を法として一致させ
る．一般性を失わずに，C1 と Rの頂点の添え字が法 k のもとで一致しており，かつ C1
の頂点の添え字は R の頂点の添え字よりも小さいと仮定する．次に，R が C1 と同じ添
え字の頂点にいるとみなせば，c(Bl) = 1より，C1 は数手の後に Rと同一のレイヤーの
頂点に移動できる．以後 R がレイヤーを変更しても C1 はレイヤーを合わせ続けること
ができるため，generalized Petersen graphにおける C の戦略を適用できる．よって，C
は 4個の駒で Rを捕まえることができる．
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7 まとめと今後の課題
本研究ではMulti-layer generalized Petersen graphの cop numberの上界を明らかに
し，関連するグラフに対して解析を行った．今後の課題としては，generalized Petersen
graph を拡張したグラフである I-graph を拡張したグラフに対して cop number を求め
ることが挙げられる．I-graph I(n, k, j)とは，n ≥ 5, 1 ≤ k, j < n/2となるような任意
の整数 n, k, j に対して V 0 = {v00 , ..., v0n−1}と V 1 = {v10 , ..., v1n−1} の和集合 V 0 ∪ V 1 を
頂点とし，i = 1, ..., nに対して v0i v0i+j , v0i v1i , v1i v1i+k を辺に持つようなグラフである．(図
9) I-graph では頂点の添え字を合わせる操作が generalized Petersen graph よりも複雑
であるために，generalized Petersen graphよりも cop numberの値が大きい．[6] よっ
て，Multi-layer generalized Petersen graphのように I-graphを拡張したグラフの cop
numberは，定数個の C の駒では勝てないと予想している．
図 9 I(8, 3, 2)
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